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UNE TRANSFORMATION DE LAPLACE-JACOBI* 

MICHEL MIZONYt 

Abstract. We define an integral transformation on IR:+, starting fro1n Jacobi functions of the second 
type. This transforn1ation is a generalization of the usual Laplace transfonn. The reciprocal transforn1ation is 
defincd using functions which are closely related to Jacobi functions of the first and second types. Finally, for 
the particular case of the S00 ( 1, n) groups, we givc an interpretation of the Jacobi function of the second type 
as a mean of a "hyperbolic Poisson kernel." 

Présentation. A chaque couple (a,/3) de nombres complexes est associée une 
mesure w.,p(t) dt sur IR+ et à cette mesure un Laplacien: t..,p = (l/w.,p(t)) f,( w.,p(t) ;f, ). 
Les deux fonctions de Jacobi del-ère et de 2-ème espèce t~'P.,p(À,t) et t~<l>.,p(À,t) 
sont fonctions propres (linéairement indépendantes) de l'opérateur t..,p pour la valeur 
propre 'A2 + (a+ f3 + 1 )2

, et ceci pour chaque À E C. 
La transformation de Jacobi (ou de Fourier-Jacobi), définie pour 

/E L1(1R +, w.,p(t) dt) par 
22(a+p+ l){i 

00 

9'.,p(/)('A)= r(a+l) l /(t)cp.,p('A,t)w.,p(t)dt, 

a été étudiée par différents auteurs et se réduit à la transformation de Fourier-sphérique 
sur les groupes de Lie semi-simples non compacts de rang réel 1, pour certaines valeurs 
demi-entières des paramètres a et /3. Nous retiendrons pour notre exposé les méthodes 
analytiques de démonstrations établies par T. Koornwinder [9]. 

Par ailleur&, le physicien G. A. Viane [14] souligne l'importance, dans le cas /3= -± 
a= 0, d'une transformation intégrale associée à la fonction propre <1>0, _ 112(À, t) = 
Q_ 11 2+ 11.(ch t) (c'est la fonction de Legendre de 2-ème espèce). 

Cette transformation intervient dans l'étude de problèmes d'amplitude de disper­
sion en théorie des interactions fortes. G. A. Viane rattache cette transformation à la 
géométrie de l'espace Riemannien symétrique SU(l, l)/S0(2), et lui donne un statut de 
transformation de Laplace. 

Nous allons dans cet article étudier systématiquement pour a,/3EC la transforma­
tion e.,p définie par exemple pour f continue à support compact dans IR t par 

e.p(/)('A)= j 00 

f(t)( <l>.,p(À, t)/c.,p(-'A)) dt 
0 

pour ÀEC, c.,p(-À) étant la fonction de Harish-Chandra. Lorsque a=f3= -±nous 
retrouvons la transformation de Laplace usuelle. 

PLAN DE L'ARTICLE 

1. Rappels et notations. 
2. La transformation de Fourier-Jacobi. 
3. Des transformations intégrales fractionnaires. 
4. La transformation de Laplace-Jacobi. 
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1. Rappels et notations. Soit 6'l le corps des nombres réels, C le corps des com­
plexes, l'\l l'ensemble des entiers, 6'l+=(tE6'l/t:o>O}, 6'l+={IE6'l/t>O} et l'\l*=(nE 
l'\l/n>O}. Tous les espaces de fonctions sont à valeurs dans C. 

(1) 

Pour tout a, f3 E C, soit la mesure w.,p(I) dt= (sh 1)2•+ 1(ch 1)2P+ 1dt sur IJ;l +. 
Considérons l'opérateur t..,p formé à partir de w.,p par: 

1 d ( d) d
2 

d 
t..,p w (t) dt w •. p(t)dt = dt 2 +[(2a+l)cotht+(2/3+1)tht] dt. 

a,p 

Posons p =a+ {3+ 1; soit pour tout À E C la solution t ~ 'Pa,p{À, t) de l'opérateur 

(2) (t..,p+À2+p2)/=0, 

solution telle que 'P.,p(À, 0) = 1 et ;ii %,p(À, t)l,~o =O. 
Pour a# -1, -2, · · · la fonction %,p(À, ·) s'exprime à l'aide de la fonction 

hypergécmétrique: 

(3) ( ) 
- ( p + iÀ p-iÀ 2 ) %,p À,I - 2 F1 -

2
-, --

2
-;a+l;-sh t. 

De plus, si À# -;, -2i,. · ., il existe une deuxième solution de (2) linéairement 
indépendante de (3), définie par la condition asymptotique suivante: 

<l>.,p(À, t) =eUÀ-pl•(1 +e( t)) avec e(t) ~o lorsque 1~ + oo. 

Cette solution s'écrit à l'aide de la fonction hypergéométrique: 

(4) "' (À )= ( , _ _ ,)tÀ-p F ( {3-a+] -iÀ a+ /3+ 1-iÀ. 1 _·À· -=-1_) 
-va:P ,t e e 2 i 2 , 2 ' l ' 2 . 

· sh t 

Les fonctions 'P.,p(À, ·) et <I>.,p(À, ·) sont appelées fonctions de Jacobi de ]-ère et de 
2-ème espèce et nous avons pour tout a, /3 E C, tout À E C, iÀ f/Ji., et tout t E IJ;l +: 

(5) 
2(,; 

r( a+ 1) %,p( À, 1) = c.,p( À )<l>.,p( À, 1) + c.,p( -À )<l>.,p( -À, 1), 

où 

(6) 
r( i~ )r( I~il\) 

c •. p(À)=2r r(a+f3~l+iÀ)r("-/3~l+iÀ) 

est la fonction c de Harish-Chandra. 
En particulier, nous avons: 

(7) 
22a+1r(iÀ) 

c (À)=c (2À)---~~ 
a,-1/2 a,a r(a+±+iÀ)' 

<1>0 , -1/2( À ,21) = <!> a,o(2À, /), 'Pa, -1/2( À ,21) = %,a(2À, /) 

et 

(8) C1;2.-I/2(À)=l, W_I/2.-I/2(t)=l 

<!> - I/2,-1/2( À, I) = eiÀ<, 'P-1/2,-1/2( À, 1) = COSÀI. 

J 

2. La transforn 
6'l+, et chaque/El 
par: 

(9) qr •. pC 

Lorsque f est de cl3' 
en une fonction an: 
prolongement analyl 

Cas particulien 
transformation de F1 

b) {3= --!, a=1 
ier sphérique associé 

c) {3=0, a=n­
associèe au groupe S 

d) Pour les aut1 
rang réel l, nous a 
n=2,3,4,· ··,en pn 
transformation assoc 

Les résultats cl: 
gent aux transformai 

Formule d 'int 
L 1(6'l + ,( c •. p( À )c •. p( · 

(IO) g-1 (g)(t a,p 

Formule de Be>! 
de Fourier-Jacobi S< 

sur L 2(6'l+, lc.,p(À)I 

( 11) fa"' j 

Remarque. Plus 
intéressent. En voici 

Pourµ EC, Re( 

( 12) 

lorsque f est de class· 
Le prolongemer 

(13) G(lf"(/ )( s 
p 



: corps des com-
· O) et N*=(nE 

'sur IR t. 

d 
)tht] dt. 

de l'opérateur 

de la fonction 

(2) linéairement 

OO. 

iÀ; s~;t). 
bi de 1-ère et de 
IttEB;l+: 

À, t ), 

\, t) 
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2. La transformation de Fourier-Jacobi. Lorsque Re( a)> - 1, pour chaque À E 
n;i +, et chaque f E L1(B;l +, w.,p(t)dt), la transformation de Fourier-Jacobi est définie 
par: 

(9) 
, 2 2afi. OO 

0f0 p(/)(À) =/(À)- ( ) j f(t)<p. p(À,t)w0 p(t)dt. . ra+ 1 0 . . 

Lorsque f est de classe 8 00 et à support compact sur n;i + , alors 0f.,pU )(À) se prolonge 
en une fonction analytique en a,{J et À. Lorsque Re( a)> -n- l l'expression de ce 
prolongement analytique est donnée par (9, la formule (3.3)]. 

Cas particuliers. a) a={J= -1; 0f_ 112,-l/2(/)(À)={[ J:;' f(t)cosÀtdt est la 
transformation de Fourier en cosinus. 

b) {J= -1, a= (n-2)/2 avec n EN*; '!fc,,- 2)/2. _ 112 est la transformation de Four­
ier sphérique associée au groupe S00(n, 1). 

c) {J=O, a= n- 1 avec n EN*; g;,_ 1 0 est la transformation de Fourier sphérique 
associée au groupe SU(n, 1). ' 

d) Pour les autres groupes de Lie-semi-simples non compacts, de centre fini et de 
rang réel 1, nous avons la transformation de Fourier sphérique sur Sp(n, 1), avec 
n=2,3,4,. ·.,en prenant a=2 n-1 et {J= l; enfin pour a=7 et {1=3 nous avons la 
transformation associée au groupe exceptionnel F.( - 20). 

Les résultats classiques sur ces transformations de Fourier sphériques se prolon­
gent aux transformations de Fourier-Jacobi et peuvent s'énoncer ainsi (cf. [9]): 

Formule d'inversion. Lorsque Re(a)> -i, et IRe(fJ)I< Re( a+ l),gE 
L1(B;l + ,( c •. p( À )c •. p( -À))- 1 dÀ ), 

Formule de Bessel-Parseval. Lorsque a et fJ E B;l, lfJI <a+ 1 alors la transformation 
de Fourier-Jacobi se prolonge en un isomorphisme isométrique de L 2(B;l +, 22Pw

0
,p( t) dt) 

sur L2(B;l _1_, lc.,p(À)l- 2 dÀ) et pour tout/, gEL2(B;l +, 22Pwa,p(t)dt), on a: 

(li) 

Remarque. Plus que les résultats, ce sont les méthodes de démonstrations qui nous 
intéressent. En voici les éléments essentiels. 

( 12) 

Pour µEC, Re(µ)>O, pour a>O ets2:0, posons: 

q~;(J)(s)=-1-joo J(t)ashatd~­
I'(µ) ' (chat-chas) " 

lorsque f est de classe 8 00 à support compact dans n;i + . 
Le prolongement analytique enµ de (12) est donné par 

6(~"( )( ) (-1)" joo d" ( )( ) ashatdt 
(l 3) " f s - f(µ+n) , d(chat)" f t (chat-chas)'-.-" 



990 MICHEL MIZONY 

lorsque Re(µ)> -n. 61~: est en fait la transformation intégrale de Weyl (cf. [5, Chap. 
13]) et nous avons: 

(14) 62lf;=id, 6llf:+v=62lf: o G(lf:, 

61~" = _ _<il_ 
-I dchat 

pour tout µ,vEC. 
De plus, 61~: est une bijection de l'ensemble des fonctions de classe 8 00 sur !Kl, à 

support compact et paires, sur lui-même. 
A l'aide de ces transformations intégrales, T. Koornwinder [9) établit les résultats 

suivants: 

(15) <J •. p(/)=23•+ 3/''J_l/2,-1/2 ° q~~-p 0 ~f+1;2(/), 

formule valable pour tout a,/JEC lorsque/est 8 00
, à support compact sur IKl+. Cette 

formule est établie à partir des trois formules suivantes valables pour Re( a)> Re(/J) > -
1 et pour f de classe 8 00 à support compact: 

(16) (i) 23•+ 3/ 2 ~~-p o "l~f+i; 2 (/)(s)= j
00

f(t)A 0 ,µ(s,t)dt, 

' 
(ii) 

(iii) A 0 ,µ(s,t) 

I'(a.+1)1' 
C cosÀsA.,µ(s,t)ds, 

V" o 

23C•+l/Zl2sh2t J' (chu-chs)•-P-I 
~~~~~~~-shudu 

r(a-/J)f(/1+!) ' (ch2t-ch2u) 11'-P 

za+2,8+3/2 

( ) 
2sh2t(chtl-"(ch2t-ch2s)"-i;z 

ra+! 

( 
1 cht-chs) x,F1 a.+{1,a-{1;a.+2.; 2cht · 

A partir de la formule (13) est démontré le théorème de Paley-Wiener; cf. [9, théorèmes 
(3.4) et (4.2)). 

Soit 8:;'(1Kl) l'ensemble des fonctions paires à support compact sur IKl et de classe 
8 00

• Soit '.JC l'ensemble des fonctions analytiques sur C, paires et rapidement décrois­
santes, de type exponentiel. 

THÉORÈME. (i) Pour tout a, f1 E C, <J.,p est une bijection de 8:;'(1Kl) sur '.JC. 
(ii) L'application réciproque est donée par 

lorsque IRe(/1ll<Re(a+ !), et Re( a)>-!. 

3. Un outil pratique: Les "transformations intégrales fractionnaires''. En 
considérant les résultats exposés par Viano [14), à propos d'une transformation de 
Laplace liée au groupe SL(2,!Kl) (i.e. a=O et /J= -!) et en utilisant les méthodes 
brièvement rappelées ci-dessus, nous pouvons définir une transformation intégrale 
attachée à la fonction de Jacobi de 2-ème espèce. 

Soit À E C et f une fonction de classe 8 00 et à support compact dans IKl +; les 
calculs montrent rapidement qu'au lieu de définir cette transformation par la formule 



ri (cf. [5, Chap. 

se 8 00 sur IR, à 

Jlit les résultats 

t sur lR +. Cette 
a)> Re(/l)> -

;hudu 

1/2 

of. [9, théorèmes 

r lR et de classe 
dement décrois-

'.JC. 

:tionnaires". En 
msformation de 
nt les méthodes 
nation intégrale 

ot dans lR +; les 
n par la formule 
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2 2Py'2 /f( a+ 1) JO'/( t )cfJ ,,,µ(À, t )w.,µ( t) dt, (i.e. en recopiant la définition de la transfor­
mation de Fourier-Jacobi), il vaut mieux poser: 

( 17) - 1"' cfJ µ(À t) 
e,,,µ(!)(À)=/(À)= J(t) "·(-~)dt. 

0 ca,{3 

Pour faciliter l'exposition des résultats, il nous faut d'abord introduire une trans­
formation intégrale de type transformation intégrale fractionnaire de Riemann-Liou­
ville; cf. [5, Chap. 13]; en plus de la transformation du type transformation intégrale 
fractionnaire de Weyl, cf. formules (12), (13) et (14). 

Soit 8>0 et 88 l'ensemble des fonctions continues, à support inclus dans [8, +oo[; 
nous noterons 88 l'ensemble des fonctions qui sont de plus de classe 8 00 sur lR +. 

Soit a>O, 12>0 et/E88; posons pour µ.EC, Re(µ.)>0: 

(18) 'il"( )(t)=-1-j'J(s) dchas 
µ 

1 r( ) ( h h ) 1-µ · µ o c at-c as 

L'application µ.->'il:(/)(t) est holomorphe sur Re(µ.)>O et si de plus/E88 elle 
admet un prolongement analytique à tout le plan complexe défini par: 

(19) 

6Jl"(/)(1)- 1 j' d"f (s) dchas dèsqueRe(µ.+n)>O. 
µ r(µ.+n) 0 d(chas)" (cha1-chas) 1

-p-n 

Lorsque f est une fonction continue sur lR +, la formule (18) garde un sens; mais 
lorsque f est de classe 8 00 sur lR +, l'expression (19) donne un prolongement analytique 
de (18) sur le demi-plan Re(µ.+n)>O si pour tout k entier variant de 1 à n, 
lim,_ 0(dk /d(chat)k)f(t) =O. 

De plus, on a les formules suivantes: 

(20) 'il~=id, 'il:+,='il: •'il: pour tout µ.,vEC, 

'il:( dc~a/ )Cs)= dc~as 'il:(/J(s)='il:_ 1(/)(s) pour tout µ.EC, s2>0 

et tout/E88. 

Lorsque f est de classe 8 00 sur lR +, 'il"_ 1(/)(s) = (d/ dchas )f(s) + f(O)T, où Test 
une distribution de support (0). Ceci provient du fait que 

'il"_ (f)(t)= lim 'il"(/)(t)=/(O) (chat-!)" +_L(O) (chat-1)"+
1 

1 
µ--i µ f(µ.+I) dchas r(µ.+2) 

] 1' d'f +I + ( ) 2 (s)(chat-chas)" dchas. 
r µ.+! 0 d(chas) 

Précisons enfin que pour tout µ.EC et tout a>O, 'il: est une bijection de 88 sur 88. 
Ecrivons en utilisant les transformations "llf; et 'il: les relations fondamentales 

liant les fonctions de Jacobi entre elles: 
a) La formule[9, (2.14)] valable pour tEIR+, /lEC, ÀEC, Re(a)>-1 et Re(µ.)>0 

s'écrit 

(21) 
w,,+µ,fi+µ( t )%+µ,fi+µ( À, t) 

r( a+µ.+ 1) sh2t 
2-µ6Jl2 ( w,,,µ(· )'P,,,µ(À,.) )(t) 

" f(a+ I)sh2 · 



' ,li 
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et s'étend, par exemple, à aEC, {3EC, ÀEC, p.EC, IE~+ avec Re(p.)>-Re(a) et 
-(a+ l)G'l'\I. 

b) La formule [9, (2.15)] valable pour IE~t. aEC, /3EC, ÀEC, p.EC avec 
Re(p. )>O et lm(À) > - Re( a+ {3+ 1) + 2 Re(p.) s'écrit: 

(22) <l>.-•. p-/À,I) 2'•qir2( <l> •. p(À,.) )(1) 
c.-•. p-p( -;\) " c •. p( -À) 

et est prolongeable à tout p.EC, dès que lm(À)>-Re(a+/3+1)+2Re(p.). Cette 
formule (22) permet d'obtenir, en tenant compte de (5), "une formule duale" de (21): 

(23) 

- Jp r(a+ 1) c •. p(À)c •. p(-À) 2( ) 
'Pa.p(À,t)- 2 r(a+u+l) c (À)c (-À)qir. 'Pa+p.fi+p(À,.) (t), 

r a+µ,/J+µ a+µ,/3+µ 

lorsque llm(À)I <Re( a+ {3+ 1). 
Cas particulier. Lorsque f3 = -t, les formules ci-dessus deviennent, en utilisant (7) 

et (5), 

(24) 
2•+ 1

/
2f(a+l) 61 (cosÀ·) 

'Pa.- 1; 2 (À,1) / sht'it.+ 1; 2 ~ (t) 
V" w •. -1;2( t) 

et, lorsque lm( À)> - Re( a+ t ), 
(25) 'Pa. - l/2( À, 1) = 2-J(a+ l/'lca. -1;2( -;\ )q[f ~(a+ 112/ e;'.)( 1). 

Remarquons que les formules (21) et (24) permettent de réécrire (16)(ii) à l'aide des 
transformations intégrales fractionnaires: 

(26) 

2• () ( )-'<•+ 1; 21 f(a+l) ["' 2 _l_(,,., 1 (cosÀ·))(l]() 2 w •. p t 'Pa.p À,t -2 .[,; sh21 ""p+1;2 2chs ""•-P sh. s 1 . 

De même à l'aide de la formule (23) et de la formule suivante obtenue de manière 
similaire lorsque f3 = --l:: 

on obtient une "formule duale" de la formule (26), valable lorsque llm(À)I< 
Re( a+ {3+ 1): 

'Pa,p(À,1) 2-J(a+l/2lf(a+l) 2 1 
{,; q[f_(p+i; 21 o q[fp-a(cosÀ · )(1). 

(Pour 1=0 cette formule nous donne une nouvelle évaluation de la mesure de 
Plancherel.) Enfin, à l'aide des formules (22) et (25) on retrouve dans une autre forme 
la formule [9, (2.17)]: 

(27) <l>.,p(À,I) TJ(a+l/2lqif 2 o qif 1 (e;'.)(t) 
ca.p(-;\) -p-1;2 P-• 

lorsque lm( À)> - Re( a+ f3 + 1 ), lm( À)> Re(/3- a). 



>-Re( a) et 

, J!EC avec 

Re(µ). Cette 
e" de (21): 

n utilisant (7) 

ii) à l'aide des 

ue de manière 

,(cosÀ·)(t) 

1ue llm(À)I< 

. )( t). 

la mesure de 
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C'est cette dernière formule qui est le point de départ de la transformation de 
Laplace-Jacobi, objet de cet article. 

4. La transformation de Laplace-Jacobi. 
PROPOSITION 4.1. Soit f une fonction de classe 8 00 à support compact dans ~ ~., soit 

a, {3, À E C; alors, pour lm( À)> Max(- Re( a+ {3+ 1), Re(/3- a)), on a 

(28) e.,p(/)(;\)=r'(•+l/2)e_l/2,-1/2[sh'iit~-o 0 ch'iil~p-112( sfch) ](À). 

La considération des pôles de c
0
.p(-À)- 1 permet de dire que (a,{3,À)~ 

<I>.,p(À,t)/c
0
,p(-À) est holomorphe pour tout t>O dans la région Im(À)> 

Max(-Re(a+ {3+ !); Re(/3-a- l)) ainsi en utilisant la formule (27) après permuta­
tions d'intégrales, on a le résultat. 

De plus, la formule (28) a un sens pour lm( À)> - Re("+ /3 + 1) et la formule ( 17) 
pour y( a+ {3+ 1 -iÀ) (l -1'\l et y( a- /3 + 1 - iÀ) (l -N. Les formules (17) et (28) con­
stituent des prolongements analytiques l'une de l'autre. 

Remarque 4.2. i) e_ 112, _ 112 est la transformation de Laplace usuelle pour la 
variable -iÀ. Ainsi, de même que la transformation de Fourier-Jacobi 'if.,p s'interprète 
comme une généralisation de la transformation de Fourier en cosinus, la transforma­
tion e.,p s'interprète comme généralisation de la transformation de Laplace. 

ii) En utilisant les formules (5), (9) et (17) on a, pour/ de classe 8 00 à support 
compact dans~'\., pour a,{3EC, Re(a+/3+1)>0 et pour ÀEC, llm(À)I< 
Re(a+/3+ 1), 

(29) 
1 220 

(;\) (-;\) 'if •. p(/)(;\)= = (e •. p(/(· )w0 ,p(- ))(;\) 
ca,/J ca,(3 y2'TT 

+ e •. p(/(. )w.,p(. ))( -;\)}. 

De plus, pour Re( a)>-± et 1Re(/3ll<Re(a+ !), on obtient une première formule 
d'inversion: 

2'' f +ro /(1)- v; e.,p(/(- )w.,p(· ))(À)'P.,p(À,t)dÀ. 
r(a+l) 'TT -ro 

LEMMA 4.3. (cf. [9, Lemmes (2.1) et (2.2)]). 
(i) Pour tout a,{3EC, aOê-N*, pour tout 8>0, il existe une constante K1>0 telle 

que pour tout t>8 et tout ÀEC, Im(À)2:0, on a: 

\<I> •. p( À' t )\sK1 e-(Im(À)+R,(p))'. 

(ii) Pour tout a,{3EC, pour tout r>O, il existe une constante K 2>0 telle que, pour 
tout À E C, lm( À) 2:0, Im(À)2: - Re(p) + r etlm(À)2: - Re( a- /3+ 1) + r, on a: 

1 

1 lsK2(l +IÀlt''">+112. 
c •. p(-;\) 

Pour aE~, soit 8 8 , 0 ={/E8,13K>O, 1/(t)iSKe01 pour tout t>O), et soit 8r'.,,= 
(/E881'v'kEN, (;f,)"/E8,,,,). 

LEMME 4.4. Soit /E8r'.
0 

et soit µEC, alors 'iil:(/)E8J:'.,,+R,(µ) pour a>O; c'est-à­
dire 0\,~ est une bijection de 88':a sur êB':a+aRc(µ) lorsque a>O. 
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En utilisant le fait que pour fL,vEC, Re(µ)>O, Re(v)>O et t>O: 
0'L:((chas)'- 1)(t)=(I'(v)/I'(µ+v))[(chat)"+'- 1-l], cf. [5, 13.l.(7)], on obtient, pour 
a> -a, Re(µ)>O et/E8a,a: 0'L:( /) E8s,a+aRo(u)' 

En remarquant ensuite que pour rEIJ;! et/E88,a on a e"/E88 ,a+,• et du fait que 
pour /E88 on a 

~ 0'L:(/ )( t) = sh at0'L: ( shlas ~ /( s)) ( t ), 

alors pour /E88,a on a 0'L:(/)E88,a+aRo(ul lorsque a>O et Re(µ)>O. Enfin pour 
I' EC on utilise le fait que si/E88,a alors 0'l,"_ 1(/)= ( d/ dchat)f E88.a-a· 

Remarque. Pour a-sO, on obtient pour /E88.a• 0'L:( /) E88,M~(O,a+a Re(µ))' 
PROPOSITION 4.5. Soit"· /3 E c, ,\ EC et a E Il;!. 
(i) Soit /E88,a; alors ,\1-->f0 ,p(/)('A) est holomorphe dans le demi-plan lm(,\)>b= 

Max( a- Re( p ),0, - Re(p ), - Re( a- /3+ l)) et pour tout r>O il existe K>O tel que 

/e •. p(/ )( ,\ )/-sK(l + l'Al)Re(a+ 1/2) e-8Im(À) pour tout À, lm(,\) 2'b+ r. 

(ii) Soit a>O et /E88,a; alors t~ sh t[0'L~-a 0 ch 0l'_p_ 112(f /shch)](t) appartient à 
8~a-Re(p); en conséquence,pour tout kEN*, il existe K>O, tel que 

/e. p(/)('A)/< K k e-•Im<"> dès que lm('A)>a-Re(p ). 
. (l+Fl.I) 

(i) est une conséquence du lemme 4.3, appliqué à la formule (17); (ii) est une 
conséquence du lemme 4.4, de la proposition 4. l. (formule (28)) et des propriétés 
élémentaires de la transformation de Laplace f_ 112, _ 11,. 

Remarques 4.6. (i) Soit D2 l'opérateur défini sur 88,a par 

D(/)(t)-!!._( f(t) )-sh2t d (f(t)) 
2 - dt 2sh2t - dch(2t) sh2t ' 

on a 

d l 
D2(/)(t) = dch 2t /(t)- sh 2t coth2tf(t) 

et pour tout kEl'IJ, on obtient f
0
,p(D{(/))=23kfa+k.P+k(/). 

(ii) Considérons le cas particulier /3= -,!; un certain nombre de formules se 
simplifient, notamment 

e •. -112U )( >.) = r'<•+ 112>e_ 112, -112 ( sh 0l~(l/2)-•( ~ ) ) ( >. ). 

Ainsi, on peut reformuler sans difficulté la proposition 4.5(ii), en considérant l'espace 
de fonctions 88.a· Par ailleurs, si l'on pose, pour /E8'f:a, D 1(/)=1/;(f(t)/sh(t)), on 

. k- 3k ' obtient, pour tout kEl'IJ, e •. -i;2 ° D 1 -2 fa+k,-l/2' 
(iii) Enfin, en considérant les formules (7) et (17), le cas particulier a= f3 se ramène 

au cas f3 = --l par la formule 

e •.• (/(t))(2'A)=~fa,-i;2 ( t( ±) )(,\), lorsque/E88 ,a. 

5. La formule d'inversion. Pour établir la transformation inverse de la transforma­
tion de Laplace-Jacobi, procédons formellement en inversant la formule (28). 

Soit a, /3 EC et soit,\~ g(,\) une fonction holomorphe sur un demi-plan lm(,\)> b, 
et telle que ~ /,~"~;: g(l>.)e-'"" d,\ existe et ne dépende pas de a>b pour tout u E Il;!+. 
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Nous avons alors: 

e~.~( g )( t) = 23'" + l/2) sh tch t "it~+ 112[ c~ 6it
1
.-p ( s~ e= :;2, -1;2( g)) l ( t ). 

C'est-à-dire si, par exemple, Re(/3)>-t et Re(a)>Re(/3), 

e-1 ( )(t)=23(a+l/2lshtcht 1 {' 2sh2sds 
a,p g f(/3+!) Jo chs(ch2t-ch2s)1-p-l/2 

X 1 f' shudu 1-•+ x_!_fta+oog(;\)e-""d;\ 
f(a-/3) o shu(chs-chu) P 1T ta-oo 

et en intervertissant (toujours formellement) les intégrales: 

e~.~(g)(t)=23(a+t/2lshtch1_!_j'"+"'g(X)X 1 1 1' 2sh2sds 1- -1 2 
1T .a-oo f(/3+2) o chs(ch2t-ch2s) p 1 

1 rs e-iÀushudu 

X ï(a-/3) lo shu(chs-chu)l-a+µ. 

Posons alors, par définition, pour Re( a)> Re(/3)> -t 

(30) .1. (' )-23(a+l/2) h h ["'2 __!__6it1 ( e-t>.· )]< ) 't'a,f3f\,t- stcf"JVp+l/2ch a-{1 sh· t 

et 

(31) 

Etudions alors les conditions d'existence de ces formules (30) et (31). 
PROPOSITION 5.1. Soit a,f3,"l\EC et IEli+. Lorsque Re(a)>Re(/3)>-t, 

1/1.,µ( À, t) = fci e- 0''A •. µ(s, t) ds, où A •. µ est défini par la formule (16) (iii). 
De plus, il existe une constante K"':O telle que pour tout À, 

lm(;\) >0, )1/1 •. µ( À, t )):SK( 1 + t )eClm(>.)+Ro(p))t. 

Cette proposition est une conséquence de la définition de A •. µ; la majoration 
repose sur son expression à l'aide de la fonction hypergéométrique. 

Remarques 5.2. (i) Pour kEN, pour Re(a-k)> Re(/3-k)> -ton a 

1/1.-k ,p-k( À, t) = 2- 3
k Df'o/..µ( À, t). 

(ii) Lorsque a=/3 avec Re(/3)>-t, ou lorsque Re(a)>/3= -·L %,µa un sens, par 
exemple 

- J(a+l/2) 1 _e_ ( 
-;>.,) 

1/J •• - 112("1\,t)-2 sht"it.+ 1; 2 shs (1). 

(iii) En utilisant la formule (16) (ii), on obtient la relation suivante lorsque Re( a)> 
Re(/3)>-t: 

(32) 
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(iv) En appliquant 'Jl~ à la formule (30), on obtient pour tout µEC, Re(µ}>O, 

>ra+µ.P+µ("A,t) _ 23µ6Jl' ( Y,0 ,p(À,s) )(t)· 
sh2t µ sh2s ' 

de même, en appliquant 'Jl~ à (ii) ci-dessus, on obtient pour Re(µ)>O, 

(34) >ra+µ,-1;2(À,t) 23µ6Jll ( >ra,-112("A,s) )(t). 
sht P shs 

Notations 5.3. Soit 8>0 et aEIKl, soit '.IC,,a l'espace des fonctions holomorphes, 
"A~g(À), sur le demi-plan lm("A)>a et telles que pour tout nEl\J, il existe une con­
stante Kn>O pour laquelle lg("A)l $(K,/(l + l"All")e-•1mC">, 

THÉORÈME 5.4. Soit a, f3 E C, a E iKl et 8>0. 
(i) Soit a >0, e.,p est une bijection de nb>a@B:b sur nb>a '.ICB,b- R<(p)' 

(ii) De plus, si Re( a)> Re(/3}> -±. pour a> - Re(p ), la bijection réciproque est 
donnée par g~g où g(t)=~ f;~b_+;:}g(À)Y,0,p(À,t)dÀ est indépendant de b>a, et pour 
gEX8 ,a, gE8':.a+Re(p)+Epour tout e>O. 

(i) est une conséquence de la proposition 4.5(ii) et des propriétés de la transforma­
tion de Laplace e_ 11,, _ 11,, en utilisant la formule (28). 

(ii) Par la formule de Cauchy et la majoration de la proposition 5.1, on obtient 
l'indépendance de g(t) vis à vis de b >a. D'autre part, comme lg(t)I 
,,;K(I +t)e"C<-•>eR<(p)t, lorsque b~ + co, on obtient g(t)=O si Ü$t<8 et, si b tend 
vers a, on obtient lit(t)l,,;K,eCRo(p)+a+eJt pour tout e>O. 

CommegE'.JC,, •• on a également: 

"( )-23(a+l/2) h h ""' 1 ""' 1 ,,_, ( ( ))( ) g t - s te 1~µ+1;2 o ch ':.!Va-po sh i..,_1;2,-1;2 g. t ; 

en particulier g est continue donc g E@,,a et par la proposition 4.5(i) e.,p(g) = g. 
Cas particulier: /3= --\. En tenant compte des remarques 4.6(ii) et 5.2(ii), la 

théorème ci-dessus peut se reformuler sous la forme suivante dans ce cas limite. 
COROLLAIRE 5.5. Soit aEC, Re(a)>/3= -±, soit a>O et 8>0. Pour fE@~a' 

e •. _ 112( /) E'.JC8,a-R<Ca)+e pour tout e>O et pour b>a- Re(p) 

1 fib+oo f(t)=- . e •. _, 1,(!)("A)>r •. -,1 ,("A,t)d"A. 
7T 1h-oo 

Remarques 5.6. (i) Un corollaire analogue peut être obtenu lorsque a= f3 en 
utilisant les formules de passages (7) et la remarque 4.6(iii). 

(ii) Soit - Re(p )<a<O, pour Re( a)> Re(/3}> --l, pour gE'.IC8 ,a et g paire, on a: 

lf+oo 22p+I 1"' g(t)=- g("A)Y,.,p(À,t)d"A C g("A)w •. p(t)'Pa,p(À,t)d"A. 
1T -oo r(a+ l)y7t 0 

(iii) Soit a,/3EC, Re(a)>Re(/3)>-1, soit O<a<Re(p) et soit/E@~ •• les deux 
formules d'inversion sont valables et on a donc: 

] f +oo 2'P f+oo 
f(t)=- e.,p(/)("A)Y,.,p("A,t)d"A r e.,p(Jw.,p)("A)'Pa,p(À,t)d"A. 

1T -oo r(a+l)y7t -oo 

Si de plus, a,/3E!Kl et/à valeurs réelles, on a e •. p(/)(-"A)=e.,p(/)("A) et donc 

2
2

P 1"' [ /(1)- F 2Re e •• (Jw • • )("Al]% a(À,t)d"A; 
r( a+ 1) 1T 0 '" '" '" 

on retrouve la formule[!, (3.13), théorème 3.5), de R. Carroll. 
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6. Transformations de Bessel; opérateurs de Chebli. Une situation analogue à la 
transformation de Laplace-Jacobi est fournie par une transformation de Bessel. 

Soit la mesure A,(t)dt= t 2'°" 1 dt sur !hl+; où v EC. 
Soit tl,= (1/ A,(t)) ;f,( A,(t) ;f, ); dans ce cas p = lim,_,JA;(t )/ A,(t)) =O. 
Considérons cp,(À,t) et <l>,(À,t) les solutions de l'opérateur de Bessel: tl,= -;\2 

pour ÀEC; ces solutions vérifient: 

'l',(À,0)= 1, 'l';(À,0)=0, 

<!>,(À, t )t'+ 112 = e"'(l + e( t )) avec e( t) ~ 0 quand t ~ oo. 

On a q>,(À,t)=f(v+ l)(Àt/2)-'J,(Àt) et <l>,(À,t)=((-i;\)112/11)(K,(-iÀt)/t') où J, 
est la fonction de Bessel de 1-ère espèce et K, une autre fonction de Bessel (parfois 
appelée fonction de Bessel de 3-ème espèce). 

Soit la transformation que nous appellerons transformation de Laplace-Bessel: 
e,(/)(À) =Io /(t)<l>,(À, t)t',+ 1 dt. Alors en utilisant les propriétés de la transformation 
de Meijer, cf. Ditkine et Proudnikov [3, Chap. III], on obtient la transformation 
réciproque: 

e; 1(g)(t)= ['+00 

g(;\)f,(;\,t)N+ 112 d;\, 
1c-oo 

où .p (À, t)=(-i)11 2(-iÀt)-' J,(Àt) est proportionnelle à q>,(À,t). 
'n nous semble que le contexte général pour unifier ces transformations de Laplace 

généralisées soit celui des opérateurs de Chébli: 
Soit A( t) dt une mesure sur !hl+ définie par une fonction A vérifiant les hypothèses 

suivantes (cf. H. Chébli [2]): 
1°) aE!hl, A'(t)/A(t)=a/t+B(t) où Best une fonction de classe 8 00 sur !hl et 

impaire. 
2°) A(O) =O, A croissante et A tend vers l'infini avec t; A'/ A décroisante. 
Posons p=t lim,_ 00(A'(t)/ A(t)); soit ÀA l'opérateur (1/ A(t)) ;f,(A(t) ;f,); pour 

ÀEC; il existe une solution q>,(À,t) de tlAf= -(À2 +p2
)/ telle que 'l'A(À,0)= 1 et 

q>~(À,0)=0. De plus dans les cas importants que nous avons vu, il existe une deuxième 
solution linéairement indépendante de 'l'A telle que 

<l>A(À,t) VA(t) =e 0"(1 +e(t)) (avec e(t) ~o quand t~ oo). 

Dans ce cadre, la A-transformation de Fourier f ~'!SA( f) est bien définie par 

'!fA(/)(;\) = {'' f(t )'l'A(À, t )A(t) dt. 
0 

Une analyse harmonique a été établie (théorème de Plancherel, formule d'inversion, 
théorème de Paley-Wiener, etc.) par H. Chébli [2] et plus récemment développée par K. 
Trimèche [ 13]. 

On peut alors définir une A-transformation de Laplace en posant eA(/)(À)= 
/ 0

00 f(t)<l>A(À,t)A(t)dt, ou encore, en tenant compte du coefficient de normalisation 
cA(À) défini à partir du Wronskien W de <l>A(À, ·)et 'l'A(À, ·)par la formule 

-2iÀcA( À) =A( t) w[ <l>A( -;\, t ), 'l'A À, t)], 

on peut définir la A-transformation de Laplace en posant par exemple: 

(35) 
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Pour avancer dans l'étude d'une A-transformation de Laplace, on pourra partir des 
transformations intégrales de Riemann-Liouville et de Weyl généralisées associées à la 
fonction A(t) par K. Trimèche [13]. Ces transformations sont liées à l'opérateur de 
transmutation 'X tel que: (!!.A+ p2 )'Xf='X( d 2 

/ dt 2 )f (voir également J. L. Lions [ 10]). 

7. Transformations radiales sur certains groupes de Lie semi-simples. Le corps IK 
désigne soit le corps IR, soit le corps C, soit le corps 01I des quaternions. Soit d=dimR(IK) 
et soit pet q deux entiers strictement positifs. Soit [KP+q muni de la pseudo-métrique 
(p,q) associée à la pseudo-norme définie pour x=(x,),=i ..... p+q par llxll~.q=Lf= 1 lx,J 2 
- L7=p+ilx1J

2
• Considérons les groupes de Lie connexes semi-simples et leurs sous­

groupes suivants qui agissent canoniquement sur IK p+q en laissant la pseudo-métrique 
(p, q) invariante: 

d=I 

G=SIJo(p,q) 
K=SO(p)XSO(q) 
H=S00(p-l,q) 

d=2 

G=SU(p,q) 
K= S((U(p)X U(q))) 
H=S(U(p-1, q)X U(I)) 

G=Sp(p,q) 
K=Sp(p)XSp(q) 
H=Sp(p-1,q)XSp(I) 

Soit G=KAN la décomposition d'Iwasawa de G relative au sous-groupe compact 
maximal K. Il existe un sous-groupe à un paramètre A 0 de A tel que nous avons une 
décomposition du type Iwasawa et une décomposition du type Cartan relatives au 
sous-groupe H. Plus précisément, soit wH.K le groupe de Weyl défini par Wu.K= 
MlfnK(Ao)/MHnK(A 0 ) où MlfnK(A 0 ) est le normalisateur de A0 dans HnK et 
MunK(A 0 ) est le centralisateur de A 0 dans HnK. 

PROPOSITION 7.1. (Oshima et Sékiguchi [ 11 ]). i) Décomposition du type Iwasawa: il 
existe un sous-groupe nilpotent N0 de G tel que G=HA 0 N0 et tel que si gEHA 0 N0 , la 
décomposition est unique. 

ii) Décomposition du type Cartan: G=KA0 H ou plus précisément K/MHnK(A 0 )X 
(A 0 - { e ))/WH.K s'identifie à un ouvert partout dense de l'espace pseudo-riemannien 
symétrique G / H. 

iii) Une mesure de Haar dg sur G s'écrit: dg=dkAp.q.d(t) dtdh sur la décomposition 
G=KA 0 H où dk et dh sont des mesures de Haar sur K et H respectivement et où 
A,.q.d(t)= (sh t)dq- 1(ch t)dr 1. 

iv) La restriction de l'opérateur de Casimir r! à l 'ensemble des Jonctions analytiques 
sur G, invariantes à droite par H et à gauche par K est donnée par: 

d2 d 
[2d(p+q+2)-8)r!= dt

2 
+[(dq-l)cotht+(dp-l)tht] dt. 

Cette proposition (très classique pour p= 1) résume des cas particuliers de résultats 
établis par Oshima et Sékiguchi [li] lorsque q= 1 et par Sékiguchi [12] lorsque p > 1 et 
q> 1. Ces auteurs, en utilisant également une décomposition du type décomposition de 
Bruhat à partir du sous-groupe M0 centralisateur de A0 dans H, étudient une frontière 
f = G / M0 A 0 N0 de l'espace pseudo-riemannien symétrique G / H et définissent une 
transformation de Poisson pour laquelle ils obtiennent des résultats analogues à ceux 
(classiques) correspondant aux espaces riemanniens symétriques. Voir également Faraut 
[7]. 

Ainsi, l'espace des doubles classes K\G/H s'identifie à IR+ (parfois à IR lorsque 
q=d= 1), muni de la mesure A,,q.d(t)dt et du Laplacien (l/A,.q,d(t));f,(Ap.q,d(t);f,). 
Nous avons donc une transformation de Fourier 'ifc.dq- 2J; 2,(dp- 2J; 2 et une transforma­
tion de Laplace CCdq- 2J; 2• Cdr 2i;2 pour les fonctions sur G invariantes à droite par H et 
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à gauche par K. De plus, lorsque dp<;dq+2 la formule (10) précise la transformation 
inverse de la transformation de Fourier, et lorsque p<;q le théorème 5.4 précise la 
transformation inverse de la transformation de Laplace. 

8. Eléments pour une interprétation géométrique sur les groupes G = S00(1, n ). 
Dans ce paragraphe, nous examinons le cas particulier /3 = - ·!. Re( a)> -t. En effet 
pour a= (n- 2)/2, où n est un entier supérieur ou égal à 2, l'interprétation géométrique 
passe par le groupe S00(1, n ). 

RAPPELS. Soit G=S00(1,n), soit G=KAN sa décomposition d'Iwasawa, KA+K, 
celle de Cartan. Soit M le centralisateur de A dans K,K"' SO(n ); A"' IR, M"' SO(n - !); 
soit HcoeS00(1,n-I) le sous-groupe de G admettant M comme sous-groupe compact 
maximal. 

Les fonctions sphériques %. _ 112(À, t) sont les moyennes d'une puissance du 
noyau de Poisson, moyenne sur le bord K/ M de l'espace homogène G /K. Le noyau de 
Poisson P(g, y) défini sur GXK/M étant la dérivée de Radon-Nikodym de l'action 
canonique de G sur K/M:=G/MAN. Plus précisément, soit gEG et y=g 1 EI'=K/M 
=G/MAN, alors g·y=gg1Ef; soit dy la mesure image sur K/M de la mesure de 
Haar dk sur K, alors P(g, y)= (dg· y)/ dy c'est-à-dire pour toute fonction continue f à 
support compact sur r, frf(g·y)P(g,y)dy= frf(y)dy, d'où la formule de 2-cocycle 
vérifiée par le noyau de Poisson P(g1g,,y)=P(g1,g2 ·y)P(g,,y) pour g1,g2 EG et 
y Er. Cela s'exprime par la formule: 

(36) 
f(a+l) [' (sin0)2"d0 

/;r(a+cl) lo (cht+shtcos0)' 12+•-"' 

formule valable pour Re( a)>-!. Cette formule s'obtient directement en faisant le 
changement de variable e' =ch t+ shtcosO dans la formule: 

2a+ 1 ( ) ( ) r( a+ 1) (' ( ) 2 wa,-i;z t <pa,-i;z "'A.,t - ;:;; la cos"'A.sAa,-·i;z s,t ds 

où 

A •. - 11 ,(s,t) 
23<•+ 112> sh t 

r(a+t)(cht-chs) 112
-·, 

cf. formule (16)(ii), (iii). Dans ces formules, t paramètre le sous-groupe A de S0
0
(1,n). 

(37) 

Peut-on trouver une formule similaire à (36) pour les fonction <I> •• _ 1
12

(À, t)? 
PROPOSITION 8.1. Pour Re(")> -cl et pour lm( À)> Re( a)- t 

<!> ( À t) _ z- 2
" r( 1 - i À) ( + OO __ (~sh~f~l'_" d-.,.f'cc--~ 

a.-l/
2 

, r(a+t)r(1-a-iÀ) lo (cht+shtchf) 112 +a-iÀ. 

Cette formule (37) se trouve dans l'article de L. Durand [4, formule (16)]. Cette 
formule nous suggère de la réaliser comme moyenne "d'un noyau de Poisson hyper­
bolique" sur un "bord" de l'hyperboloïde S00(1,n)/SO(n) réalisé dans IR"+ 1; c'est ce 
que nous allons faire: 

Quelques notations. Soit G=S00(l,n), soit K=SO(n) le sous-groupe compact 
maximal de G et M=SO(n- l) le centralisateur de A dans K, où A est le sous-groupe 
de G provenant de la décomposition d'Iwasawa de G=KAN. Soit H=S00(1,n-l) le 
sous-groupe non compact de G admettant M comme sous-groupe compact maximal. 
Soit P=MAN le parabolique minimal de G. 
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Nous noterons encore X= G/K l'espace riemannien symétrique et r= G/P=K/ M 
sa frontière; nous noterons encore r 1 = H/ M une frontière de l'espace affine symétri­
que G/H; pour plus de précisions on pourra se reporter à [l l] dont les propositions 
1.lO et 2.7 permettent de dire que HXA xN~HAN est un diffiomorphisme de HXA 
X N sur un ouvert de G et que r 1 peut s'identifier à un ouvert der. Plus précisément: 

Soit 

Soit 

Soit 

Soit 

cosO 
sinO 

-sinO 
cosO 

0 
1 
0 

sho/ 
0 

cho/ 

Jn-1 
) /tEihl}, 

ln-2 l/OE[0,2"1T[j. 

Nous utiliserons les décompositions de Cartan de K et H: K =MA"/; M et H = 
MA"/;M munis des mesures dk=dm(sin8)"- 2 d8dm et dh=dm(sho/)"- 2 d,Pdm, où dm 
est la mesure de Haar normalisée sur M. Le groupe G agit canoniquement sur l'espace 
de Minkowski !hl n+ 1• Soit C le cône de !hl n+ 1 et ::: l'ensemble des génératrices de ce cône 
C. Par l'application 

r s'identifie à::: et par 

1 
1 
0 

O. 

1 
0 

0 

l'espace symétrique G / K ~ K/ MXA + s'identifie à la nappe supérieure de l'hyperboloïde 
à deux nappes de lhl"+ 1

• 



r=G/P=K/M 
e affine symétri­
les propositions 

phisme de HXA 
s précisément: 

:=A/BE[O,w[}. 

'k.) 

oMAiM et H= 
•- 2 dfdm, où dm 
ment sur l'espace 
atrices de ce cône 

'de l'hyperboloïde 
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D'autre part G agit canoniquement sur r; soit P(g, y) la dérivée de Radon-Niko­
dym de cette action sur r~M/M'XAi muni de la mesure dmdB, où M' est le 
centralisateur de AK dans Met dm la mesure canonique sur M/ M'. On a (cf. [6] par 
exemple) 

r(!:) 
( À ) 2 1 ( )(,,-1)/2-;>d 

'Pc,,-2J;i.-1;2 ,t = /;r( n; 1) / a,,y Y 

où dy=dm(sin8)"- 2 d8 est la mesure canonique sur K/M. De plus par l'identification 
entrer et ::: nous retrouvons exactement la formule (36). 

Interprétation gémétrique de la formule (37). Soit 

1 
1 

:S1=H 0 

0 

alors la frontière r 1 = H/ M ~ M/ M' XA:; s'identifie à ::: 1, partie ouverte de:::; soit 

1 
1 
0 

0 

c'est la deuxième frontière de l'espace affine symétrique G / H que l'on peut identifier à 
l'hyperbokiide à une nappe de lf,!"+ 1

• Les espaces ::: 1 et :::2 sont deux ouverts disjoints de 
::: et leur réunion est partout dense dans:::, cf. [11]. 

G agit sur :::; considérons G1 l'ensemble des éléments de G laissant ::: 1 stable; on 
obtient: 

LEMME 8.2. (i) Pour ar
1 

et a
12 

EA + et pour hf EH, on a a11 hy,a,
2 
= hlf

1 
a1 ho/

2
, où h,;,

1 

eth;, EH et où a, unique dans k" est défini par ch t= cht 1 ch t2 +sht 1 sh t 2 ch,. 
(ii) G 1 est un sous-semi-groupe de G, égal à HA+ H. Plus précisément, pour tout 

élément gE G1, il existe h;, eth;, EH, et un unique élément a, EA + tels que g=h;, a,ho/>,­
(i) Provient d'un calcul matriciel évident et (ii) est une conséquence de (i) et du fait 

que G 1 est le sous-semi-groupe de G engendré par H et A+. 
Soit ::: 1 paramétré par r 1 =M/M'XA1; et muni de la mesure associée dy 1 = 

dm(shf)"- 2 df. Posons Q(g,y1) la dérivée de Radon-Nikodym de l'action de G 1 sur 
::: 1 muni de la mesure dmdf: on a Q(h, y1) = 1; calculons Q( a,, y1) = Q(a,, (m, h"')): 

a,· (m,h;) 

1 
1 
0 

0 

( 

chf) 1 sht+chtchf 1 
=a, ~ = cht+s;htchf ; 
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1 
1 
0 

0 

=(m(t),h.;"i) 

1 
1 
0 

0 

on obtient par un calcul élémentaire: 

dm(t)df(t) 
dmdf 

df(t) 
df cht+shtchf · 

Ainsi on peut réécrire la formule (37) de la manière suivante: 
PROPOSITION 8.3. Lorsque Im(À)>"2' on a: 

() (') 2
2
-"f(l-i'A) [ ( )("-1i;2-1À 

38 <l>c,,-2)/2,-1;2 A,t - ( n-1) ( 3-n ) }, Q a,,y1 dY1· 
r -- r ---i'A r, 

2 2 

C'est-à-dire les fonctions de Jacobi de deuxième espèce sont moyennes du noyau 
de Poisson hyperbolique Q(a,, y1) sur la première frontière S00(1,n-1)/SO(n-1) de 
l'espace riemannien symétrique S00(1, n )/SO(n ). 

Remarque. Soit aEC, Re(a)>-·L définissons une action de tE~+ sur >/;E~+ 
définie par t·f=f(t) tel que chf(t)=(sht+chtchf)/(cht+shtchf)onaQ(t,f)= 
df(t)/df =(ch t+ sh tch f )- 1. Ainsi <l>,,, _ 112(À, t) apparaît comme moyenne sur ~ + 
muni de la mesure (shf )2" df du noyau de Poisson hyperbolique Q(t, f ). 

Formule d'addition des fonctions de Jacobi de 2-ème espèce. Considérons <!> comme 
une fonction définie sur G1, hi-invariante par H, en posant: 

<l>c,,-2J/2. -1;2( À, h 1 a, h 2) = <l>c,,-2J/2. - 1; 2 ( À, t). 

En utilisant le lemme 8.2 et la proposition 8.3, on obtient par des arguments classiques 
la formule d'addition suivante (cf., mutatis mutandis, la démonstration dans P. Eymard 
(6, théorème 4)). 

PROPOSITION 8.4. i) Pour tout g,,g2 E G1 et pour tout y E f 1: 

Q(g2g1,y)=Q(g,,gl ·y)Q(g1,y); 

ii) pour tout g 1,g2 E G1 et pour lm('A)> "2': 

(39) <l>(n-2)/2, -1;2( À' g 1 )<!>(n-2)/2, -1;2( À• g2) 

22-"r(l -i'A) 
( -] ) ( 3 _ ) f <l>(n-2)/2,-l/2(À,g1hg2)dh. r _n_ r __ n -iÀ JI 

2 2 

On retrouve un cas particulier important d'un résultat récent de L. Durand, cf. (4], 
que l'on peut écrire comme suit: Pour Re( a)> - 1 et lm( À)> Re( a)- 1 

<!>,,, -1;2( À' t 1 )<!>,,, -1;2( À' t1) 

r 20r(I-i'A) 

r(a+1)r{1-a-i'A) 

X{'''<!>,,,_ 112( À, Argch( ch t 1 ch t 2 +sht1 sh t2 ch f ))(sh f )2" df. 

[ 
[ 

[: 

[' 

1: 
[I 

1: 

[f 

[\ 

[ IC 
[Il 

[12 

[JJ 

[14 



)/2-iÀd 
Y1· 

yennes du noyau 
l)/SO(n-1) de 

=IKl+ sur fE!Kl+ 
f) on a Q(t,f)= 
moyenne sur IR+ 
</; ). 
dérons <l> comme 

1ments classiques 
1 dans P. Eymard 

,. Durand, cf. [4], 

1 
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Note. M. J. Faraut me signale, entre autres résultats, qu'il vient de munir l'espace 
des fonctions à support dans G1, et bi-invariantes par H, d'une structure d'algèbre de 
convolution commutative telle que les fonctions <I> •. _ 112(À,g) définissent des caractères 
de cette algèbre. 
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