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UNE TRANSFORMATION DE LAPLACE-JACOBI*

MICHEL MIZONY?

Abstract. We define an integral transformation on R, , starting from Jacobi functions of the second
type. This transformation is a generalization of the usual Laplace transform. The reciprocal transformation is
defined using functions which are closely related to Jacobi functions of the first and second types. Finally, for
the particular case of the SOy(1, #) groups, we give an interpretation of the Jacebi function of the second type
as a mean of a “hyperbolic Poisson kernel,”

Présentation. A chaque couple (a,8) de nombres complexes est associée une
mesure w, 4(¢)dt sur R et & cette mesure un Laplacien: A, 5= (1/0, g(£)) & (w, 5(t) ).
Les deux fonctions de Jacobi de I-ere et de 2-8me espéce 1> @, g(A,1) et =D, (A, 1)
sont fonctions propres (lin¢airement indépendantes) de 'opérateur A, 5 pour la valeur
propre A2+ (a+ 8+ 1)?, et ceci pour chaque AEC.

La transformation de Jacobi (ou de Fourier-Jacobi), définie pour

FEL\R . ,w, 4(1)dr) par
22(a+ﬁ+ l)ﬁ

Gt D=y TO0us Do p (D)

a été étudide par différents auteurs et se réduit a la transformation de Fourier—sphérique
sur les groupes de Lie semi-simples non compacts de rang réel 1, pour certaines valeurs
demi-entitres des parametres a et . Nous retiendrons pour notre exposé les méthodes
analytiques de démonstrations établies par T. Koornwinder [9].

Par ailleurs, le physicien G. A. Viano [14] souligne I'importance, dans le cas = —1
a=0, d'une transformation intégrale associée a la fonction propre ®, _, ,(A,t)=
Q_ 1 sa+alcht) (c’est la fonction de Legendre de 2-éme espéce).

Cette transformation intervient dans ’¢tude de probléemes d’amplitude de disper-
sion en théorie des interactions fortes. G. A. Viano rattache cette transformation 2 la
géométrie de I'espace Riemannien symétrique SU(1, 1)/S0(2), et lui donne un statut de
transformation de Laplace.

Nous allons dans cet article étudier systématiquement pour &, 8 €€ la transforma-
tion £, p définie par exemple pour f continue & support compact dans R% par

0 g A= [N @upN1) /0 (M)

pour AEC, ¢, s(—A) étant la fonction de Harish-Chandra. Lorsque a=g8= —7 nous
retrouvons la transformation de Laplace usuelle.
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988 MICHEL MIZONY

1. Rappels et notations. Soit R le corps des nombres téels, C le corps des com-
plexes, N I'ensemble des entiers, R _ = {{ER/r=0}, R¥ ={teR/t>0}) et N*=(ne
N /n>0}. Tous les espaces de fonctions sont 4 valeurs dans C.

Pour tout &, B&C, soit la mesure w, 4(2)dt=(sh1)***!(ch7)* " 'dr sur R

Considérons Popérateur 4, , forme 4 partir de @, 4 par:

| d

d d? d
(1) Aﬂ!ﬁ:m E(wa‘ﬁ(l‘)a) :E+[(2a+ Deotht+ (28+1) thy] T

Posons p=a+ f+ 1; soit pour tout A EC la solution ¢ - g, (A, 1) de I'opérateur

(2) (4, p+3+p?)f=0,
solution telle que g, 4(A,0)=1 et & @, z(A,7)],=,=0.
Pour e¢# —1,—2,--- la fonction ¢, g(A, -) s’exprime 4 l'aide de la fonction
hypergéométrique:
— pHiA p—ik . —ch2
(3) %,ﬁ(x,r)_zﬂ( A BT a1 —sh ).
De plus, si A% —i, —2i,- -, il existe une deuxiéme solution de (2) linéairement

indépendante de (3), définie par la condition asymptotique suivante:
®, (N, 1) =PI+ ¢(1)) avec e(2) - 0 lorsque 7 - + o0,

Cette solution s’écrit 4 I'aide de la fonction hypergéométrique:

—pnih— —a+1—iA a+B+1—i) L. —1
(4) q)a,ﬁ(hat):(etie )A pZFE(B 2 ] B2 d 91_1A,_};_2'"

Les fonctions @, g(A, *) et @, 4(A, - ) sont appelées fonctions de Jacobi de l-ere et de
2-&me espéce et nous avons pour tout &, BEC, towt AEC, IAEZ, et toul tER . :

24

(5) F_(qua,p(A’t):Ca,ﬁ(}\)q)a,,e()\af)+Ca,ﬂ(—)\)‘pu,,e(“)\,t)>
on

I L
(6) Cap(A)=2 F(a-l—B‘;l-i-i)\)F(a“ﬁ';l‘-l-iJ\)

est la fonction ¢ de Harish-Chandra.
En particulier, nous avons;

I T o sty

D, (A 21)=9, (2A,1), q)u,—l/z()\,zf)ZQh,a(”\J)
et
(8) C—l/z,—i/z(}\):]’ @y, —12(t) =1

q)*l/Z‘*l/Z(A!t):emrg wf]/g‘_l/Z(A,f):COS?\f.
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2, La transformation de Fourier—Jacobi. Lorsque Re(a)>> — 1, pour chaque A€
R, et chaque fE LR, 0, 4(?)dt), la transformation de Fourier—Jacobi est définie
par;

. 2272 o0
() ﬁ,ﬁ(f)(?\)=f(7\)=ﬁ?fl)fo 1) a g(N ), g1} dr.

Lorsque f est de classe C* et & support compact sur R, , alors § g(f)(A) se prolonge
en une fonction analytique en «, 8 et A. Lorsque Re(a)> —nr—1 'expression de ce
prolongement analytique est donnée par [9, la formule (3.3)].

Cas particuliers, a) a=p=—1, g—l/z,—l/z(f)(k):\/%_ Joo f(£)cosArdr est la
transformation de Fourier en cosinus,

by f=—1, a=(n—2)/2avecnEN* §,_, ,, |, st la transformation de Four-
ier sphérique associée au groupe S0y(n, 1).

¢) B=0, a=n—1avec nEN* &, est la transformation de Fourier sphérique
associée au groupe SU(n, 1).

d) Pour les autres groupes de Lie-semi-simples non compacts, de centre fini et de
rang réel 1, nous avons la transformation de Fourier sphérique sur Sp(n, 1), avec
n=2,3,4,- -, enprenant a—2 n—1 et B—1; enfin pour «a =7 et 8= 3 nous avons la
transformation associée au groupe exceptionnel F,( —20).

Les résultats classiques sur ces transformations de Fourier sphériques se prolon-
gent aux transformations de Fourier—Jacobi et peuvent s*énoncer ainsi {cf. [9]):

Formule d’inversion. Lorsque Re(a)> — i, et |Re(B)|<Re(a+ 1),gE
LR, (¢qp(N)eqp(—A) " dA),

2 o0 -1
(10) %é(@(l#%jﬂ 8NP g, 0){cap(M)en p(—N))dA.

Formule de Bessel-Parseval. Lorsque « et BER, |8 <<« 1 alors la transformation
de Fourier—Jacobi se prolonge en un isomorphisme isométrique de LAR ., 2%, g(1)dr)
sur LAR ., |c, s(M)] 2dX) et pour tout £,g € LX(R , ,2%w, (1) dt), on a:

(11) fo""f(z)‘gmzzpwmﬁ(z)dtzfo"“’f(p\)m|cﬂ,ﬁ(;\)|’2d;\.

Remarque. Plus que les résultats, ce sont les méthodes de démonstrations qui nous
intéressent, En voici les ¢léments essentiels.
Pour p€C, Re(p)>0, pour ¢>0 et =0, posons:

. 1 o f(t)oshotdt
(12) Gmu(f)(S)LF(H)‘/s‘ (chm‘ﬁchas)lw

lorsque f est de classe & & support compact dans R, .
Le prolongement analytique en p de (12) est donné par

. =0 e a” oshotdt
1) WO T L 2o D hor—cnas)
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lorsque Re(p)> —#. Gllfu' est en fait la transformation intégrale de Weyl (cf. {5, Chap.
13]) et nous avons:

(14) Wy =id, GZU:H:%: o U7,
o _ __ dt
W, = dchot

pour tout p,rC.

De plus, 97 est une bijection de I'ensemble des fonctions de classe €* sur R, &
support compact et paires, sur lui-méme.

A l'aide de ces transformations intégrales, T. Koornwinder [9] établit les résultats
suivants:

(15) gﬂ,p(f):zaaﬂ/zg—1/2,—1/2 ° GMOL,B ° %,GZJrl/z(f)s

formule valable pour tout e, 8 EC lorsque f est €%, & support compact sur R, . Cette
formule est établie & partir des trois formules suivanies valables pour Re{a)> Re(S)> —
1 et pour f de classe € & support compact:

(16) (i) 23“”/2%&3_3°Gllf;f+1/2(f)(~v):fswf(t)A.,,g(s,t)dh

(ii) 22pwﬂ13(t)q9a“8(}\, t) :E(_(t_]) j(;lc()s)\sAa.B(s, t)ds,

Y1/ D) gh 2 fr (chu—chs)*#!
I(a—B)T(B+3) /s (ch2r—ch2u)'/* #

(iii) A, p(s,1)= shu du

a+28+3/2 _ _
= sh2r(chr)’*(ch2e—ch2s)"
T(a+i)
1 cht—chs
XZFI((I+B,H—B,(I+—,TM)

A partir de la formule (13) est démontré¢ le théoréme de Paley—Wiener; cf. [9, théorémes
(3.4) et (4.2)].

Soit CP(R) I'ensemble des fonctions paires 4 support compact sur R et de classe
©*. Soit I I'ensemble des fonctions analytiques sur €, paires et rapidement décrois-
santes, de type exponentiel.

THEOREME. (i) Pour tout a, BEC, 9, , est une bijection de CF(R) sur 3.

(i) L’ application réciproque est donée par

2 [ g(M\)op(A.1)
Fla+1)Jo ey p(A)cgz(—A)

Foa(8)1)= dA

lorsque |Re(B)|<Re(a+1), et Re(a)>—1.

3. Un outil pratique: Les “transformations intégrales fractionnaires”. En
considérant les résultats exposés par Viano [14], & propos d’une transformation de
Laplace liée au groupe SL(2,R) (i.e. @=0 et 8= —1) et en utilisant les méthodes
brievement rappelées ci-dessus, nous pouvons définir une transformation intégrale
attachée 4 la fonction de Jacobi de 2-&éme espéce.

Soit AEC et f une fonction de classe C* et 4 support compact dans R_; les
calculs montrent rapidement qu’au lieu de définir cette transformation par la formule
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2292 /T(a+ 1) f5° f(£)®, g(A. 1), g(1) dl, (i.e. en recopiant la définition de la transfor-
mation de Fourier—Jacobi}, il vaut mieux poser:

(1) s NN = 1(e) 2220

Caop—2)

Pour faciliter 'exposition des résultats, il nous faut d’abord introduire une trans-
formation intégrale de type transformation intégrale fractionnaire de Riemann-Liou-
ville; cf. [5, Chap. 13]; en plus de la transformation du type transformation intégrale
fractionnaire de Weyl, cf. formules (12), (13) et (14).

Soit >0 et C,; 'ensemble des fonctions continues, & support inclus dans [8, + oo[;
nous noterons €5 'ensemble des fonctions qui sont de plus de classe G sur R

Soit 00, r=0 et fE€C;; posons pour pEC, Re(p)>0:

(18) A0 =y [1(5) =200

(chot—chas)' ™

L’application p— R:( f)(¢) est holomorphe sur Re(u)>0 et si de plus f& G elle
admet un prolongement analytique a tout le plan complexe défini par:

(19)

o _ 1 d'f dchos
RO F(H+H)j;d(chas)" ’ (chot—chos)' ™"

dés que Re(pu+n)=>0.

Lorsque f est une fonction continue sur R, la formule (18) garde un sens; mais
lorsque f est de classe € sur R, , I'expression (19) donne un prolongement analytique
de (18) sur le demi-plan Re(p+n)=0 si pour tout & entier variant de 1 a =#,
lim,_o{d*/d(chot)*)f(1)=0.

De plus, on a les formules suivantes:

(20) Ro=id, &

=R, e AT pour tout p,rEC,

R(SIs)=R5_(f)(s) pourtoutpeC, s=0
et tout fECT.

dchatf)(s):dchas

Lorsque f est de classe C* sur R, R ( f)s)=(d/dchos}f(s)+ 0T, ou T est
une distribution de support {0}. Ceci provient du fait que
chot—1)" df
I'(pt1) dchas

(chor—1)**'
(p+2)

82,(/)(1)= lim 85(/)(1)=/0)! ©)

,u.+1)f d(chos) ~{s)(chor—chas)* " 'dchas.

Précisons enfin que pour tout p €C et tout 60, R, est une bijection de C7° sur C5°.
Ecrivons en utilisant les transformations "ILS': et GR; les relations fondamentales
liant les fonctions de Jacobi entre elles:
a) La formule [9, (2.14)] valable pourt€R ., BEC, AEC, Re(a)> —1 et Re(p)>0
s5'écrit

Wotp, ﬁ+};(t)(pﬂ+,u. ,G+p(?\ t) Cean? u,ﬁ(')‘pu,ﬁ(?\’ -)
1) I'(a+pu+1)sh2s @ ( I(a+1)sh2- ()
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et s’étend, par exemple, 4 « €C, B€C, AeC, peC, tER, avec Re(p)> —Refa) et
—(a+ 1N,

b) La formule [9, (2.15)] valable pour t€ER%, a€C, €€, A€C, uEC avec
Re(p)>=0 et Im{A)> —Re(a+ B+ 1)+ 2 Re(p) s’écrit:

(Da:*p,,ﬁ—.u,(h!t): 3pa) 2 q)a,ﬁ(A= ))
(22) Wcaf,u,ﬁ_p(*)\) 2 (’Mp(———*ca‘ﬁ(?\) ()

et est prolongeable 4 tout pEC, dés que Im(A)> —Re(a+ B+ 1)+2Re(p). Cette
formule (22) permet d’obtenir, en tenant compte de (5}, “ une formule duale” de (21):

(23)

q)u,ﬁ(A’ t)=23p

T{a+1) CaplN e g(—2) ,
Iatpt1) cﬂ+u-ﬁ+p(}\)ca+p.ﬂ+»(—?\) GM” ((p“ﬂhﬂﬂ(}\’ ))(t),

lorsque [Im(A)|<<Re(a -+ 8-+ 1).
Cas particulier. Lorsque 8= —1, les formules ci-dessus deviennent, en utilisant (7)
et (5)

2012 (a+ 1) shiG! (cos}\- )(1)

(24) ‘Pa.—l/z(}\at): at1/2
\/'7_7-0-’ ,4/2(’) sh-

et, lorsque Im(A)> —Re(a+1),

(25) Do, — 1/2()\’” =27 et ]/Z)Ca.— 1/2(_}\)%]—(u+1/2)(317\.)([)-

Remarquons gue les formules (21) et (24) permettent de rééerire (16)(i) 4 'aide des
transformations intégrales fractionnaires:

(26)

T A-
oo, o020 T oo (<22 oo
o

De méme 2 P'aide de la formule (23) et de la formule suivante obtenue de maniére
similaire lorsque = —3:

273D (a1
qag,_,/z(h,t‘): ]/— ( )Ca,—]/Z(A)Ca,—1/2(_}\)61‘S‘l(ﬂ+l/2)(cos?\')(t)
b

on obtient une “formule duale” de la formule (26), valable lorsque [Im(A)|<
Re(a+ 8+ 1):
@ p(A,1) :2‘3(““/2)1‘(a+1)%2
Ca,p(?\)ca,,&(#}\) J; A

(Pour =0 cetie formule nous donne une nouvelle évaluation de la mesure de
Plancherel,) Enfin, a 'aide des formules (22) et (25) on retrouve dans une autre forme
la formule [9, (2.17)]:

tbﬂ,ﬂ(?\,t):
Ca,B(_A)
lorsque Im{A)> ~Re(a++1), Im{(A)>Re(B—a).

o Uy (cosA-)(2).

(27) 273(a+l/2)62|53‘8_1/20 Gzlgﬂl—g(em.)(t)
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Cest cette dernigre formule qui est le-point de départ de la transformation de
Laplace-Jacobi, objet de cet article.

4. La transformation de Laplace-Jacobi.
PROPOSITION 4.1, Soit [ une fonction de classe €% & support compact dans RY,, soit
a, B, AEC; alors, pour Im(A}>Max(—Re(a+ B+ 1),Re(B—a}), ona

(28) Ba,ﬁ(f)(}\):273(']“/2)8—1/2.—1/2 sh®y_, Ch@i,@—l/z(ﬁi—h]](}\)-

La considération des pdles de ¢, B(_M—| permet de dire que (&, f8,A)-
@, s(A1)/c,p(—A) est holomorphe pour tout >0 dans la région Im(A)>
Max(—Re(a-+ 1+ 1); Re(f—a—1)) ainsi en utilisant la formule (27) aprés permuta-
tions d’intégrales, on a le résultat,

De plus, la formule (28) a un sens pour Im(A)}> —Re(a+ 8+ 1) et la formule (17)
pour Ha+B+1—iMyg& —Net J{a— f+1—iA)& —N. Les formules (17} et (28} con-
stituent des prolongements analytiques PPune de lautre,

Remarque 4.2. i) £_, s2,-1,2 est la transformation de Laplace usuelle pour la
variable —iA. Ainsi, de méme que la transformation de Fourier-Jacobi %, , s’interprete
comme une généralisation de la transformation de Fourier en cosinus, la transforma-
tion £, g s’interpréte comme généralisation de la transformation de Laplace,

ii) En utilisant les formules (5), (9) et (17) on a, pour f de classe C* & support
compact dans R*, pour a,BE€C, Re(at+B+1)>0 et pour AEC, |Im(A)|<
Re(a+f+1),

ca,ﬁ(x)cla,gm) Tl WZ% (s (£ )0 gDV

(29)

L4 5( (- Yoo (NN}

De plus, pour Re(a)> — 7 et |Re(8)|<Re(a+ 1), on obtient une premiere formule
d’inversion:

22p + o0
f(f)szm Ba,ﬁ(f(‘ )‘*’a‘,s(‘ ))(?\)%,B(Asf)d;\-

LeMma 4.3. (cf. [9, Lemmes (2.1) et (2.2)]).
(1) Pour tout a, BEC, a @ —N*, pour tout §>0, il existe une constante K, =0 telle
que pour tout 18 et tout AEC, Im(A)=0, on a:
o, (A, 1)|=K e Im R,

(i1) Pour tout a, BEC, pour tout r>0, il existe une constante K,>0 telle que, pour
tout AEC, Im(A) =0, Im(A)= —Re(p)t+ret Im(A)=—Re(a— B+ 1)+r ona

K2(1 + tAl)RE(c‘)+]/2_

;‘5
ca,ﬁ(ik)

Pour a €R, soit &5 , = {fECJAK=0, |f{(1)|=Ke® pour toul >0}, et soit Cf’, =
(fECNVKEN, (4)'feC; ).

LeMME 4.4. Soit fECY, et soit pEC, alors RU([)YECT 4 recw) PoUr a=0; c’est-d-
dire B3, est une bijection de Cf, sur €5y 4 s peyy lorsque a=>0.
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En utilisant le fait que pour g,»€C, Re(p)=>0, Re(r)>0 et >0
R ((chosy ™" )e)=(L(»)/T(p+p))(chor)** 7~ ]ﬁ-l] cf. [5, 13.1(7)), on obtient, pour
(1>"‘0 R.C(].L)>O etfeeﬁa @" (f)eeﬁ ,atoRe(p)

En remarquant ensuite que pour rER et fEC; , on a e”fEC; ,,,, et du fait que
pour f€CY on a

LRUN=shor®s| 5o A(5))(0),

alors pour fECT, on a RYSVECY, \,reu lorsque ¢>0 et Re(u)>0. Enfin pour
1 &C on utilise le fait que me@s g alors R (f)=(d/dchot)fECY, .

Remarque. Pour a=<0, on obtient pour fECF,, R3(f) E@a,Max(o,a o Re(u)”

ProPosiTION 4.5. Soit a, BEC,AEC et a ER.

(i) Soit f€C; ,; alors ML, 5( f)(A) est holomorphe dans le demi-plan Tm(A)>b=
Max(a—Re(p),0, —Re(p), — Re(a B+ 1)) et pour tout r>>0 if existe K=0 tel que

|2, 5 SIN)|=K(1+ ARV mA)  poyr tour A, Im(A) = b+

(i) Soit a>0 et fECT,; alors t— sht[@{' o (:h@’u2 -1 2( f/sheh)(¢) appartient a
CFy—Re(p)s €N CONSéquence, pour tout k € N*, d existe K >0 tel que

Cap( £ YA m——e 8™ des gue Im(A)>a—Re(p).
.
(1+I?\|)

(i) est une conséquence du lemme 4.3, appliqué 4 la formule (17); (i) est une
conséquence du lemme 4.4, de la proposition 4.1. (formule (28)) et des propriéiés
elementaires de la transformation de Laplace £, ,, ., .

Remarques 4.6. (i) Soit D, 'opérateur défini sur C§°_ par

D)) =4 (AU )= shzt;ﬁﬁ(%),

ona

DAY= (1) = 5 coth 24£(1)

et pour tout k €N, on obtient £, ( D¥(f))= 23"Ba+k,ﬁ+k{f).
(ii) Considérons le cas particulier = —1%; un certain nombre de formules se
simplifient, notamment

ot a(NO)=22 e (sh o 1) 00).

Ainsi, on peut reformuler sans difficulté la proposition 4.5(ii), en considérant Pespace
de fonctions €3°,. Par ailleurs, si Pon pose, pour fECPY,, D)(f)=4( f(r)/sh(1)), on
obtient, pour tout kEN, £, _, ,, 0 DF=2%E_, | .

(iii) Enfin, en considérant les formules (7) et (17), le cas particulier &« = 8 se raméne
au cas $= —4 par la formule

Ea ol S()(2N)= 3 a_,/z( (%))(A), lorsque f€C;

5. La formule d'inversion. Pour établir la transformation inverse de la transforma-
tion de Laplace—Jacobi, procédons formellement en inversant Ia formule (28).

Sott a, 8 €C et s0it A— g(A) une fonction holomorphe sur un demi-plan ITm(A) > b,
et telle que & f#F % g(A)e™"MdA existe et ne dépende pas de a>b pour tout u ER
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Nous avons alors:

1 |
aﬁ(g)(t) 23(0‘“/2)5}1“:}”@’,9“/2[ h@“]a—,s(EB—:/z,_n/z(g))](f)‘

Clest-a-dire si, par exemple, Re(f)> — 21 et Re(a)>Re(f),

f 2sh2sds
B+ ) %0 chs(ch2t -ch2s) 712

1 $ shudu 1 ria+e ;
x — Ae Redn
F(“"B)j(; shu(chs—chu)' ~*** W'[a—w s

£, plg)(r)=2%*1/D shtcht

et en intervertissant {toujours formellement) les intégrales:

N 1 jiatoo 2sh2sds
L (g )=V Dshrchy — g(A)x
A 7 ’[a*oo T(B+1) fU chs(ch2:—ch2s) #'?

1 s e” M shudu
X .
T(a— fﬂshu(chsfchu)l#"“r'B
Posons alors, par définition, pour Re(a)>Re(B8)> —4
o 1
(30) b (A, ) =2% “/z)shtch![éﬂ%ﬂ/za@,‘ ( 0 )}(t)
et
- 1 i+ oo

(31) #0)=— [ g\ (1) A

fa— oo
Etudions alors les conditions d’existence de ces formules (30) et (31).
ProposiTioN 5.1. Soit a,B,AEC et 1E€R,. Lorsque Re(a)>Re(f)> -1,

b (M 1) = [fe™ ™A, o(s5,1)ds, olt A, g est défini par la formule (16) (iii).
De plus, il existe une constante K=0 telle que pour tout A,

Im(A) >0, J¢, g(A, )= K(1+1)elmM FRetonr,

Cetie proposition est une conséquence de la définition de A, z; la majoration
repose sur son expression a I'aide de la fonction hypergéométrique.
Remarques 5.2, (i) Pour k€N, pour Re{a—k)>Re(B—k)>—1ona

Yok gk (A 1) = 27D, (X, 1).

(ii) Lorsque a = § avec Re(8)> —1§, ou lorsque Re(a)> = —3, §,, p a un sens, par
exemple

—:?\s
%,4/2(7\,f):23(u+|/2)3ht@’lu+l/2( shs )(t)

(iii) En utilisant la formule (16) (i), on obtient la relation suivante lorsque Re(a) >
Re(B)> —3:

(32) ‘Pa,ﬁ(}\,t)"’%,g(ﬁ}\a‘)_ 2w, ,e(t)%,e(}\ t).

T{a +1)
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(iv} En appliquant @{i 4 la formule (30), on obtient pour tout p €C, Re(p)>0,

‘}Ja-{» NiEy (A&t)‘; ¢a,ﬂ(A$S)
(33 TR Ry (OF

de m&me, en appliquant %L & (ii) ci-dessus, on obtient pour Re{p)>0,

Vorp - 1,2(As1) Yo 1,2(A,5) (1)
shr shs 1.

Notations 5.3, Soit 60 et a ER, soit J(; , I'espace des fonctions holomorphes,
A—g(A), sur le demi-plan Im(A}>a et telles que pour tout # €N, il existe une con-
stante K, >0 pour laquelle [g(A)|=(K, /(1 +|A])")e ¥1m*),

THEOREME 5.4, Soit o, BEC, a€ER e1 §>0.

(i) Soit a>0, £, , est une bijection de My Gy 59 Myt W e

(ii) De plus, si Re(a)>Re( B)>—1, pour a>—Re(p), la bijection réciprogue est
donnée par g— ¢ ot F(1)=1 [T o(A)y, #(A AN est indépendant de b>a, et pour
EEN; s EECT 1 Re(p)+. POUT tout €0,

(i) est unc conséquence de la proposition 4.5(ii) ¢t des propriétés de la transforma-
tion de Laplace £_, ,, _, ,,, en utilisant la formule (28).

(ii) Par la formule de Cauchy et la majoration de la proposition 5.1, on obtient
I'indépendance de g(¢) vis 4 vis de b>a. D’autre part, comme |g(¢)]
< K(1+1)e?DeRee) orsque b— + oo, on obtient $(1)=0 si 0=r<8 et, si b tend
vers a, on obtient |§(7)|= K¢} eta pour tout £>0.

Comme g€X; ,, on a également:

F1)=2CHDshichiRE,, ;0

(34) = 23#&L(

Lat o Lest )0

en particulier ¢ est continue donc g EC; , et par la proposition 4.5() £, z(£)=g.
Cas part:cu!zer B=—1. En tenant compte des remarques 4.,6(ii) et 5.2(ii), la
théoréme ci-dessus peut se reformuler sous la forme suivante dans ce cas limite.
COROLLAIRE 5.5. Soit a €C, Re(a)>B=—7, soit a>0 et §>0. Pour f€CT,,
Lo =120 fYEX 5 4 Re(oy+e poUr tout €0 et pour b>a—Re(p)

6= 7Bl DO pM )N

Remargues 5.6. (1) Un corollaire analogue peut &tre obtenu forsque a=pf en
utilisant les formules de passages (7) et la remarque 4.6(iii).
(ii) Soit —Re(p)<a<0, pour Re(a)>Re(B)> —1, pour gef}CB,a et g paire, on a:

#0)=1 f_;”g()\)%,ﬁ(a,r)da=~2—2"—:—;f [ 800 o) a2 0000,

(iii) Soit &, BEC, Re(a)>Re(f)>—1, soit 0<<a<Re(p) et soit fECs . 1es deux
formules d’inversion sont valables et on a donc

1] ptoe
10)=5 [ O pN ) dA= (Hl) f e [ fou ) W (Mn1) A,
Si de plus, a, BER etfii valeurs réelles, on a £, o( f)(—A)=E, ,(f)(A) et donc

Oy~ )ff 2Re[L, o i, 5)(M)] @u p(A, 1) dA;

on retrouve la formule [1, (3.13), théoréme 3.5], de R. Carroll.



TRANSFORMATION DE LAPLACE—-JACOBI 997

6. Transformations de Bessel; opérateurs de Chebli. Une situation analogue 2 la
transformation de Laplace—Jacobi est fournie par une transformation de Bessel.

Soit la mesure Ay(t)dz‘“tz"'F 'dtsurR . ; ol yeC.

Soit A, =(1/4,(1)) %( A1) 4); dans ce cas p=1im,_, ,(A'()/A,(1))=0.

Considérons @,(A,7) et ®,(A,¢) les solutions de 'opérateur de Bessel: A, =~
pour AEC; ces solutions vérifient:

e (A 0)=1,  (A,0)=0,
O N, )T 2=e™M(146(t)) avece(t) >0 quand -5 co.

AZ

On a (A, )=I(r+ 1)(At/2) "I (A1) et @A, )=((—iN)/?/m) K (—~iAt)/t") on J,
est la fonction de Bessel de 1-ere espéce et K, une autre fonction de Bessel (parfois
appelée fonction de Bessel de 3-&me espéce).

Soit la transformation que nous appellerons transformation de Laplace—Bessel:
ELUNY= 2 YDA, )2 1 dt. Alors en utilisant les propriétés de la transformation
de Meijer, cf. Ditkine et Proudnikov [3, Chap. 111}, on obtient la transformation
réciproque:

Eu"l(g)(f)Ifiﬂog(?\)%(?\,t))\"“/zd}\,

ol (A, )=(—1)!"2(—iAt) "J (A1) est proportionnelle a ¢,(A, ).

Il nous semble que le contexte général pour unifier ces transformations de Laplace
généralisées soit celui des opérateurs de Chébli:

Soit A(f)dt une mesure sur R | définie par une fonction A vérifiant les hypothéses
suivantes (cf, H. Chébli [2]):

1°y a €R, A'(2)/A()=a/t+ B(t) ou B est une fonction de classe % sur R et
impaire.

2°) A(1)=0, A croissante et A tend vers I'infini avec ¢; A’ /A décroisante,

Posons p=3lim,_ (A(1)/A(1)); soit A, lopérateur (1/A4(t))4(A(z)%); pour
AEC; il existe une solution @{A,7) de AAf —(N+pH)f telle que @ (A,0)=1 et
@,(A,0)=0. De plus dans les cas importants que nous avons vu, il existe une deuxiéme
solution linéairement indépendante de ¢, telle que

@ (A OVAG) =e™(1+e(r))  (avece(t) >0 quand - oo).

Dans ce cadre, la 4-transformation de Fourier f— % ( /) est bien définie par
oo
(NN =[ HD)euN.0) A1) .

Une analyse harmonique a été établie (théoréme de Plancherel, formule d’inversion,
théoreme de Paley-Wiener, etc.) par H. Chébli [2] et plus récemment développée par K.
Trimeche [13].

On peut alors définir une A-transformation de Laplace en posant £, f)(A)=
I (D@, (A, DA(f)dt, ou encore, en tenant compte du coefficient de normalisation
¢,(A) défini & partir du Wronskien W de @,(A, ) et @ (A, -} par la formule

—2ide (M) =AY W[®,(—A, 1), 0.7, 0)],

on peut définir la A-transformation de Laplace en posant par exemple:

(5) L N=[" 1 e a
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Pour avancer dans 'étude d'une A-transformation de Laplace, on pourra partir des
transformations intégrales de Riemann-Liouville et de Weyl généralisées associées a la
fonction A(¢) par K. Triméche [13). Ces transformations sont liées a Vopérateur de
transmutation % tel que: (A, + p*)YX f=%(d?/dt*) f (voir également J. L. Lions [10]).

7. Transformations radiales sur certains groupes de Lie semi-simples. Le corps K
désigne soit le corps R, soit le corps C, soit le corps H des quaternions, Soit d= dimg ()
et soit p et g deux entiers strictement positifs. Soit i ?*7 muni de la pseudo-métrique
(p.q) associée & la psendo-norme définic pour x=(x,);=y 4 Par xll? =22 g
—24_,+1|%[* Considérons les groupes de Lie connexes semi-simples et leurs sous-
groupes suivants qui agissent canoniquement sur I ? "9 en laissant la pseudo-meétrique
( p,q) invariante:

d=1 d=12 d=4
G=50y(p.q) G=8U(p,q) G=35p(p.q)
K=50(p)xX80(q) K=S{(U(p)XU(g) K=5p( p) X Sp(q)
H=80(p—1,9) H=S(U(p—1,q)xX U(l) H=5p(p—1,¢)XSp(1)

Soit G=KAN la décomposition d'lwasawa de G relative au sous-groupe compact
maximal K. I existe un sous-groupe a4 un parametre 4, de A tel que nous avons une
décomposition du type Iwasawa et une décomposition du type Cartan relatives au
sous-groupe H. Plus précisément, soit Wy i le groupe de Weyl défini par W, =
Ml Ao/ Mynk(Ag) o MY x(Ay) est le normalisateur de A, dans HNK et
Mk (A4y) est le centralisateur de 4, dans HN K.

ProrosiTION 7.1. (Oshima et Sékiguchi [11]). i} Décomposition du type Iwasawa: il
existe un sous-groupe nilpotent Ny de G tel que G=HA,N, et tel que si gc HA\N,, la
décomposition est unique.

1i} Décomposition du type Cartan: G=KAyH ou plus précisément K/Myq(Ay) X
(Ao—{e})/ Wy x s identific & un ouvert partout dense de [’espace pseudo-riemannien
symétrigue G/ H.

iii) Une mesure de Haar dg sur G s’écrit: dg=dkA, , () dtdh sur la décomposition
G=KAy,H o dk et dh sont des mesures de Haar sur K et H respectivement et ot
Ap|q,d(t)=(sht)dq_l(cht)d”—'.

ivy La restriction de !’ opérateur de Casimir §& & |’ ensemble des fonctions analytiques
sur G, invariantes a droite par H et & gauche par K est donnée par:

2
[2d(p+q+2)—8]SZ=~£%E+[(dq—])cotht+(dp—l)tht] %.

Cette proposition (trés classique pour p= 1) résume des cas particuliers de résultats
établis par Oshima et Sékiguchi [11] lorsque g=1 et par Sékiguchi [12] lorsque p>1 et
g> 1. Ces auteurs, en utilisant également une décomposition du type décomposition de
Bruhat 4 partir du sous-groupe M, centralisateur de A, dans H, étudient une frontiére
I'=G/My;A,N, de Vespace pseudo-riemannien symétrique G/H et définissent une
transformation de Poisson pour laquelle ils obtiennent des résultats analogues a ceux
{classiques) correspondant aux espaces riemanniens symétriques, Voir également Faraut
(71

Ainsi, espace des doubles classes K\G/H s’identifie 4 R, (parfois 4 R lorsque
q=d=1), muni de la mesure 4, . ,(¢)dt et du Laplacien (/A . (DY 4(A, (DD,
Nous avons donc une transformation de Fourier %, 4, /5 (4,—2) /2 €t une transforma-
tion de Laplace £, _, /2, (dp—2)s2 POUr les fonctions sur G invariantes 2 droite par H et
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a4 gauche par K. De plus, lorsque dp=dg-+2 la formule (10) précise la transformation
inverse de la transformation de Fourier, et lorsque p=<g le théoréme 5.4 précise la
transformation inverse de la transformation de Laplace.

8. Eléments pour une interprétation géométrique sur les groupes G=S0,(1,n).
Dans ce paragraphe, nous examinons le cas particulier 8= —3, Re{a)> —1. En effet
pour a=(rn—2)/2, ol n est un entier supérieur ou égal a 2, 'interprétation géométrique
passe par le groupe SOx(1, n).

RAPPELS. Soit G=S80y(1,n), soit G=KAN sa décomposition d’Iwasawa, KA1 K,
celle de Cartan. Soit M le centralisateur de 4 dans K, K= SO(n); A=R, M~=S50(n—1);
soit H=S0y(1,n—1) le sous-groupe de G admettant M comme sous-groupe compact
maximal.

Les fonctions sphériques ¢, _, ,»(A,r) sont les moyennes d’une puissance du
noyau de Poisson, moyenne sur le bord K/M de 'espace homogene G /K. Le noyau de
Poisson P(g,y) défini sur GX K/M étant la dérivée de Radon-Nikodym de I'action
canonique de G sur K/M =G/MAN. Plus précisément, soit gEG et y=¢, ET=K/M
=G/MAN, alors g-y=¢g, €T, soit dy la mesure image sur K/M de la mesure de
Haar dk sur K, alors P(g,y)=(dg-v)/dy c’est-a-dire pour toute fonction continue f &
support compact sur I', [rf(g-y)P(g.v)dy=[rf(y)dy, dou la formule de 2-cocycle
vérifiee par le noyau de Poisson P(g,g,,v)=P(8,.8, Y)P(g,,7) pour g,,2,EG et
y&I'. Cela s’exprime par la formule:

T{a+t1) fﬂ (sind)*°do
yrT{a+1) 0 (chr+shrcosd) /> e ™’

formule valable pour Re(a)> —3. Cette formule s'obtient directement en faisant le
changement de variable e* = ch ¢+ shrcos @ dans la formule;

(36) P —12(A )=

I{a+1) p¢
22n+lwa,ﬁ]/Z([)q)u,—l/Z(Avt):%LCOSASAu,-'I/Z(S,t)ds
on
2Xa+1/Dgh
T'(a+})(cht—chs)/*™®

cf. formule (16)(ii), (iii). Dans ces formules, ¢ paramétre le sous-groupe A de SO(1,n).
Peut-on trouver une formule similaire 4 (36) pour les fonction D, 1A 1)
PROPOSITION 8.1, Pour Re(a)> —14 et pour Im(A) > Re(a)—1,

272a0(]1—A) f+w (shy)**dy
Tlat3)T(3—a=ir) % (chr+shrchy) /2t

b

Aa.—l/Z(S!t):

(37) @A 0)=

Cette formule (37) se trouve dans l'article de L. Durand [4, formule (16)]. Cette
formule nous suggere de la réaliser comme moyenne “d’un noyau de Poisson hyper-
bolique” sur un “bord” de hyperboloide SOy (1,n)/SO(n) réalisé dans R"+'; c'est ce
que nous allens faire:

Quelques notations. Soit G=80,(1,n), soit K=S0(n) le sous-groupe compact
maximal de G et M= SO(n—1) le centralisateur de A dans K, o0 4 est le sous-groupe
de G provenant de la décomposition d’Iwasawa de G=KAN. Soit H=S0,(1,n—1) le
sous-groupe non compact de G admettant M comme sous-groupe compact maximal.
Soit P=MAN le parabolique minimal de G.
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Nous noterons encore X = G /K I'espace riemannien symétrique et I'=G/P=K/M
sa frontitre; nous noterons encore ', = H/M une fronti¢re de 'espace affine symétri-
que G/H; pour plus de précisions on pourra se reporter a [11] dont les propositions
1.10 et 2.7 permettent de dire que HXAXN - HAN est un diffiomorphisme de H XA
X N sur un ouvert de G et que I', peut s’identifier 4 un ouvert de T'. Plus précisément:

Soit
cht sht
A= a,= sht cht
Soit
1
, cosf —sind
Ax= ko= sinf  cos#
Soit
chy O shy
_ 40 0
A== L shy 0 chy
Soit

Mz{ |

Nous utiliserons les décompositions de Cartan de K et H: K=MAZ M et H=
MAj; M munis des mesures dk =dm(sin@)' "2 d0dm et dh=dm(shy) " 2dydm, ou dm
est 1a mesure de Haar normalisée sur M. Le groupe ( agit canoniquement sur I'espace
de Minkowski R**!, Soit C le cdne de R"*! et = I'ensemble des génératrices de ce cdne

C. Par I'application

I’ s’identifie & = et par

)/reﬂ%}, At ={a,€A/1eR }.
In*l

/002wy, Ag={k,c4/0c[0,7[}.

MNERE,  Ap={h,€A,/VER,}.

/mESO(n— 1)}, W={1,4.k,}

m

1
1
k-k 0
0
1
0
g—gl -
0

Pespace symétrique G/K~K/M X A" s'identific & la nappe supérieure de I'hyperboloide

4 deux nappes de R"* 1.
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D’autre part G agit canoniquement sur I'; soit P(g,v) la dérivée de Radon—-Niko-
dym de cette action sur I'=~M/M' XA muni de la mesure drirdf, ot M’ est le
centralisateur de A dans M et dwz la mesure canonique sur M/M’. On a (cf. [6] par
exemple)

F(%) (= 1)/2—iA
‘P(n—z)/z‘—l/z(}\af):WﬁfP(a:’Y) dy
()t
2
ol dy=dm(sinf)"~*d0 est la mesure canonique sur K/M. De plus par I'identification

entre T et Z nous retrouvons exactement la formule (36).
Interprétation gémétrigue de la formule (37). Soit

0

c’est la deuxidme frontiére de I'espace affine symétrique G/H que I'on peut identifier &
I’hyperboloide 4 une nappe de R”**. Les espaces E, et =, sont deux ouverts disjoints de
= et leur réunion est partout dense dans =, cf. [11].

G agit sur E; considérons G, 'ensemble des élements de G laissant E; stable; on
obtient:

LeMME 8.2. (i) Pour a, et a, €A" et pour h EH, ona a, hya, =h, ah,, oih,
et hy, €H et on a, unique dans A" est défini par cht=cht, cht,+shs sht,chy.

(i) G, est un sous-semi-groupe de G, égal & HA'H. Plus précisément, pour tout
lément g€ G\, il existe hy, et hy, € H, et un unique élément a, €AY tels que g=hy ah, .

(i) Provient d’un calcul matriciel évident et (ii) est une conséquence de (i) et du fait
que G, est le sous-semi-groupe de G engendré par H et 4 *+,

Soit =, paramétré par I\ =M/M' XA} et muni de la mesure associée dy,=
drit(shy)" 2dy. Posons Q(g.v,) la dérivée de Radon—Nikodym de I'action de G, sur
=, muni de la mesure drirdy: on a Q(h,v,)=1; calculons Q(a,,v,)= Q(a,, (1, h,)):

chy sh¢+chichy
! — t cht+shichy



1002 MICHEL MIZONY

posons
t
1
. 0 .
ar'(’":"ﬁp) . :(m(t),hw))
0 0
on obtient par un calcul élémentaire:
dm(t)dy(t) _dy(t) _ 1
dmdy  dy  cht+shechy’

Ainsi on peut réécrire la formule (37) de la maniére suivante:

PROPOSITION 8.3. Lorsque Im{(A\)>232 on a:

2—n .
(38) ‘I’(,,—Z)/z.—t/z()\sf): nil F(13_fi:)
r T —iA
({55 a)

C'est-a-dire les fonctions de Jacobi de deuxi¢me espéce sont moyennes du noyau
de Poisson hyperbolique Q(a,, v,) sur la premiére frontiere SOy(1,n—1}/SO(n— 1) de
I'espace riemannien symétrique SOy (1,n),/SO(#).

Remargue. Soit a €C, Re(a)> — 3, définissons une action de tER . sur yER ™"
definie par ¢-¢=4y(7) tel que chy(¢)=(sht+chechy)/(chs+shrchy) ona O, ¢)=
dy(t)/dy =(chz+shrchy)™". Ainsi @, _ 1,2(A, ) apparait comme moyenne sur R,
muni de la mesure (shy)>*dy du noyaun de Poisson hyperbolique Q(z, ).

Formule d’addition des fonctions de Jacobi de 2-éme espéce. Considérons ® comme
une fonction définie sur &, bi-invariante par f, en posant:

‘I)(nf:!)/z.fl/z(h!hl a,h2) =‘I)(n-2)/2,—-1/2(}\7t)'

En utilisant le lemme 8.2 et la proposition 8.3, on obtient par des arguments classiques
la formule d’addition suivante (cf., mutatis mutandis, la démonstration dans P. Eymard
(6, théoréme 4]).

PROPOSITION 8.4. i) Pour tout g,,8, €EG, et pour tout yET:

0(8:81,7)=0(%.8 - v)2(21,7);
i) pour tout g,,8, € G, et pour Im(A )= 273,

j;, Q(a“h)("- 1)/27,',\le.
1

(39) q)(n—Z)/2,—i/Z(A!gl)¢(n72)/2,—1/2(;\’g2)
227" (1 —iA)
n—1 3—n |

r(—2 )r(—2 —m)

On retrouve un cas particulier important d'un résultat récent de L. Durand, cf. [4],
que 'on peut écrire comme suit: Pour Re(a)> — 3 et Im(A)>Re(a)— 1
D, _1(A ’tl)(pa.fl/Z(A’fz)
_ 272°1(1—iX)
Pla+1)T(;—a—iA)

X j(;w@a‘,l/z(?\,Argch(chtl che,+shz, she,chy))(shy Y dy.

j‘;!q)(n—2)/2,—1/2(A!gl hg,)dh.
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Note. M. J. Faraut me signale, entre autres résultats, qu’il vient de munir I'espace
des fonctions a support dans G,, et bi-invariantes par H, d’une structure d’algtbre de
convolution commutative telle que les fonctions @, _, ,,(A, g) définissent des caracteres
de cette algébre.
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